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В статье рассматривается нелинейная неавтономная конечно-
мерная T - периодическая по времени система дифференциаль-
ных уравнений с векторным параметром ν . Определяются усло-
вия, при которых решение рассматриваемой системы является 
периодическим. 

 
 
Рассматривается система дифференциальных уравнений 

( ) ( )νϕεµϕ ,,, xtΦ+=�  (1) 

при следующих условиях: 

а) mx∈R , n mϕ −∈R , n mε −∈R , mλ∈R , ( )ελν ,= , s s−R -
мерное векторное пространство; 

б) ( ) ( )νϕεµ ,,,, xtΦ — mn − -мерные вектор-функции; 
в) правые части системы (1) непрерывны по своим пере-

менным, Τ  – периодические по t  на множестве  

[ ] ( ) ( )00, ,n mT r r−Μ = × ×Χ ×ΜR  ( ) { }:mr x x rΧ = ∈ ≤R , 

( ) { },:0 rr ≤−=Μ ννν  ν — некоторый постоянный век-

тор, 0>r — произвольное число; 
г) на множестве Μ  справедливы неравенства: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,

,,,,,,
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( ) ( ) ( ) 0,0,0 321 →→→ rcrcrc  при 0→r , 

( ) ( ) ( ) εεεµεµ ′′−′⋅≤′′−′ rp , ( ) 0→rp  при 0→r ,  

где pcccc ,,,, 321  — некоторые числа, ( ) 0,0,, =Φ νϕt , ( )
0

lim , , , 0
x

t xϕ ν
→

Φ =  

равномерно относительно νϕ,,t  на множестве ( ) [ ]0 0,n m r− ×Μ × ΤR ; 

д) уравнение ( ) 0=εµ  имеет решение ∗ε ; 

е) на множестве ( ) { }0 0:n mδ ε ε δ−Ε = ∈ ≤R  

( ) ( ) ( )εεεεεµ 1Θ+⋅Β=Θ=+∗ ,  

( ) ( ) ( ) εεδγεε ′′−′⋅≤′′Θ−′Θ 11 , ( ) 0→δγ  при ],0(,0 0δδδ ∈→ .  

Класс Τ -периодических по t  функций ( )tF ,ϕ , таких что  

( ) dtF ≤ϕ, , ( ) ( ) ϕϕϕϕ ′′−′⋅+′′−′⋅≤′′′′−′′ 21,, qttqtFtF ,  

0,0 21 →→ qq  при 0→d  обозначим ( )dC . 
Предполагаем, что если любую Τ -периодическую по t  

функцию ( ) ( )dCtF ∈ϕ,  вместо вектора x подставить в систе-
му (1), то эта система  будет иметь решение, определенное  
на [0,T]. 

Для системы (1) ставится задача – определить условия, при 
которых решение системы (1) является Τ -периодическим. 

Для решения системы уравнений  

( ) ( )( )νϕϕεµϕ ,,,, tFtΦ+=� , 

удовлетворяющего начальным данным ( ) 00 ϕϕ = , примем сле-

дующее обозначение: ( )νϕϕ ,, 0tR F
t = . 

Лемма. Пусть ( )νϕϕ ′=′ ,, 0tR F
t , ( )νϕϕ ′′=′′ ,, 0tR F

t . 

Тогда при [ ]Τ∈ ,0t  выполнено неравенство  

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 2( )
3

c r c r q
t t c r p r eϕ ϕ ν ν+ Τ′ ′′ ′ ′′− ≤ Τ + ⋅ ⋅ − . (1.1) 
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Доказательство леммы приведено в работе [1]. 

Далее будем предполагать, что для системы (1) выполнены 
условия а) – д). 

Рассмотрим уравнение 

( ) ( )( )
0

, , , , 0t tt F t dtµ ε ϕ ϕ ν
Τ

⋅Τ+ Φ =∫ . (2) 

Пусть матрица Β — неособенная. 
Ставится задача — определить условия, при которых 

уравнение (2)  разрешимо относительно ε . 

Введя замену переменных εεε += ∗  и учитывая усло-
вие е), получим систему 

( )( ) ( )
1

1

0

, , , ,t tt F t dtε ϕ ϕ ν ε
Τ−Β
⎡ ⎤= − Φ +Θ⎣ ⎦Τ ∫ , (3) 

где ( )εελν += ∗, . 
Вопрос о разрешении уравнения (2) относительно ε  сво-

дится к проблеме существования неподвижной точки (поε ) опе-
ратора 

( ) ( )( ) ( )
1

1

0

, , , ,F t tt F t dtε ϕ ϕ ν ε
Τ−Β
⎡ ⎤Γ = − Φ +Θ⎣ ⎦Τ ∫ . 

Теорема. Если Β — неособенная матрица, то  существуют 
числа 0,0 11 >> δd такие, что для любой функции ( ) ( )1, dCtF ∈ϕ  
система (3) имеет  единственное решение во множестве  

{ }1:n mε ε δ−∈ ≤R . 

Доказательство. 
Докажем, что оператор ( )εFΓ  является сжимающим во 

множестве { }1:n mε ε δ−∈ ≤R . 
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Действительно, для любых εε ′′′, , принадлежащих множе-

ству { }1:n mε ε δ−∈ ≤R , должно выполняться неравенство   

( ) ( ) ννβεε ′′−′⋅≤′′Γ−′Γ FF , 10 << β . 

Для того чтобы показать, что выполняется данное неравен-
ство, заметим, что 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1

0

, , , ,F F t tt F tε ε ϕ ϕ ν ε
− ΤΒ

′ ′′ ′ ′ ′ ′Γ −Γ ≤ Φ +Θ −
Τ ∫  

( )( ) ( ) ( )( )
1

1

0

, , , , ( , , , ,t t t tt F t dt t F tϕ ϕ ν ε ϕ ϕ ν
− ΤΒ

′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′−Φ −Θ ≤ Φ −
Τ ∫  

( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1

0

, , , , ) (t tt F t dt c rϕ ϕ ν ε ε
− ΤΒ

′′ ′′ ′′ ′ ′′−Φ + Θ −Θ ≤ ⋅
Τ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )2 3, ,t t t tc r F t F t c rϕ ϕ ϕ ϕ ν ν′ ′′ ′ ′′ ′ ′′⋅ − + ⋅ − + ⋅ − +  

( ) ( ) ( )( )
1

3) [dt c rγ δ ε ε γ δ ν ν
−Β

′ ′′ ′ ′′+ ⋅ − = ⋅ Τ⋅ + ⋅ − +
Τ

 

( ) ( )1 2 2

0

( ) t tc r c r q dtϕ ϕ
Τ

′ ′′+ + ⋅ −∫ . 

Отсюда и из неравенства (1.1)  выводим 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 2 2

1 2 2

1

3

( )
1 2 2 3

0

1
3 1 2 2 3

( )

[ ( )

( ) ]

[ ( )

] ,

F F

c r c r q

c r c r q

c r

c r c r q c r p r e dt

c r c r c r q c r p r

e

ε ε γ δ ν ν

ν ν

γ δ

ν ν β ν ν

−

Τ
+ Τ

−

+ Τ

Β
′ ′′ ′ ′′Γ −Γ ≤ ⋅ Τ + ⋅ − +

Τ

′ ′′+ + Τ⋅ + ⋅ − =

= Β ⋅ + + + Τ⋅ + ⋅

′ ′′ ′ ′′⋅ ⋅ − = ⋅ −

∫  
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где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
3 1 2 2 3[ ( )c r c r c r q c r p rγ δ−Β ⋅ + + + Τ⋅ + ⋅   

( ) ( )1 2 2( ) ] 0c r c r qe + Τ⋅ →  при 0→r , 0→δ  и 0d → . 

Таким образом, получили 

( ) ( ) ννβεε ′′−′⋅≤′′Γ−′Γ FF . 

Докажем, что оператор ( )εFΓ  отображает множест-

во { }1:n mε ε δ−∈ ≤R  в себя. 

То есть нужно доказать, что ( ) 1δε ≤ΓF . 

Действительно,  

( ) ( )( ) ( )( )
1

1

0

, , , ,F t tt F t dtε ϕ ϕ ν ε
− ΤΒ

Γ ≤ ⋅ Φ + Θ
Τ ∫ . 

Так как ( )( ) 0,,,,lim
0

=Φ
→

νϕϕ tFt
d

 равномерно по νϕ,,t , то чис-

ло 1d  можно выбрать так, чтобы для любой функ-

ции ( ) ( )1, dCtF ∈ϕ    

( )( ) 1
1

, , , ,
2

t tt F t
B

δϕ ϕ ν
−

Φ ≤ . (1.2) 

Согласно условию е) ( )ε1Θ  удовлетворяет условию Лип-

шица по ε , то есть ( ) ( ) εδγε ⋅≤Θ1 , ( ) 0→δγ  при 0→δ . Это 

означает, что ( ) 01 →Θ ε   при 0→ε . Таким образом,  число 1δ  

можно выбрать так, что для любого 1δε ≤  

( )
1

1
1

2 −
≤Θ

B

δε . (1.3) 

Учитывая неравенства (1.2) и (1.3), имеем      
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( ) ( )( ) ( )( )
1 1

1

0

1 1
11 1

0

, , , ,

( ) .
2 2

F t tt F t dt

dt
B B

ε ϕ ϕ ν ε

δ δ δ

− −Τ

Τ

− −

Β Β
Γ ≤ ⋅ Φ + Θ ≤ ⋅

Τ Τ

⋅ + =

∫

∫

 

Следовательно, непрерывный оператор ( )εFΓ  преобразует 
замкнутое ограниченное и выпуклое множество  

{ }1:n mε ε δ−∈ ≤R  

в себя и является сжимающим. 
По теореме Банаха имеем, что существуют чис-

ла 0,0 11 >> δd  такие, что для каждой функции ( ) ( )1, dCtF ∈ϕ  во 

множестве { }1:n mε ε δ−∈ ≤R  существует единственная непод-

вижная точка Fε  оператора ( )εFΓ , являющаяся решением сис-
темы (3). 

Теорема доказана. 
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