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МЕТОД ФИКСИРОВАННОГО НАПРЯЖЕНИЯ 
И ИДЕНТИФИКАЦИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ МОДЕЛЕЙ 

БИОЛОГИЧЕСКИХ МЕМБРАН 
 

Мазуров М. Е. 
 

(Россия, Москва) 
 
 

Рассмотрен метод идентификации нелинейных систем с нели-
нейным вхождением  параметров. В теории приближений  эта 
задача известна как восстановление оператора. Доказана тео-
рема о сходимости метода, сформулированы требования к вос-
станавливаемому оператору. Дана оценка широко известного 
метода  «фиксированной переменной». Обсуждаются методы 
конструктивного решения задачи нелинейной идентификации. 
 
 

В настоящее время не существует общих методов иден-
тификации нелинейных систем. В данной работе рассматривается 
метод идентификации, впервые предложенный без обоснования 
в работе [1] и оказавшийся достаточно эффективным. 

Пусть задан оператор : x yF G→L , 

=y Lx , (1) 

где ; ; ; ; ,x y x x y y x yF G F E G E F G∈ ∈ ⊂ ⊂x y  – подмно-

жества в банаховых пространствах ,x yE E . В  общем случае име-

ем соотношение 

( , ) 0.∗ =L x y  (2) 

Пусть задана некоторая информация  о свойствах опера-
торов (1), (2) в виде оператора : ;y xM G M F→ ⊂I , т.е. 
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; , yM G= ∈ ∈h Ig g h . (3) 

Пусть определены некоторые представления  операто-
ра Lx , именно 1( , ) : , ( ,..., )l l x y l lF G a a→ =S x a a – вектор па-

раметров, { }l aA E∈ ⊂a , т.е. задано соотношение 

( , ).l=y S x al  (4) 

Требуется подобрать структуру  оператора lS  и вектор la  

таким образом, чтобы при увеличении { } .x ll F∀ ∈ →x S L   

В качестве критерия  близости l иS L  можно использовать, на-

пример, 

inf ( , )M l∈ −S g a Lgg . (5) 

В математической теории систем соотношения (1), (2) на-
зывают математической моделью ММ системы, нахождение опе-
ратора L — ее идентификацией  [2,3]. 

Дадим строгую формулировку задачи идентификации. 
Определение 1.  Пусть  даны  множества   ,x x y yF E G E⊂ ⊂  

в банаховых пространствах ,x yE E , оператор : ;x yF G→L  ото-

бражение : yM G→I , вообще говоря, многозначное.  Любой   

оператор :l x yF G→S  будем называть идентификацией матема-

тической модели или восстановлением  оператора L  по инфор-
мации I . Погрешность R  метода  идентификации  определяется  
как 

sup
x

l
F

R
∈

= −S x Lx
x

. 

В качестве критериев близости  операторов lS  и L  при 

идентификации lS  можно использовать различные критерии, на-
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пример (5), где в виде входных функций M∈g  используется не-
который конечный набор функций. 

Описанная задача возникает также в теории приближений. 
Вот строгая формулировка, предложенная  Женсыкбаевым  [4–6]. 
Определение 2. Пусть заданы множества  ,M Y , метрическое 

пространство Z , оператор : M Z→L  и отображение (информа-
ция)  : ( )M Z→I I , вообще говоря, многозначное. Любой опера-

тор : ( )M Z→S I  будем называть методом восстановления L  на 

множестве M  по информации I . Погрешность метода восста-
новления определяется  соотношением 

sup ( ( ), ) , , .
x M

Mρ
∀ ∈

∈ ∈Lx Sy x y Ix  

В монографии  [6] предлагается несколько критериев  
восстановления операторов S . Все они основаны на минимиза-
ции некоторых функционалов – критериев качества восстановле-
ния на множестве испытательных функций M∈x , например,  

inf ( ( ), ) , , ( ).
x M

Mρ
∈

∈ ∈Sy x y I xLx  

Отметим сложность задачи, связанную с тем, что погрешность 
должна иметь место M∀ ∈x , а восстановление оператора S  
производится по некоторой конечной информации I . 

Основные проблемы восстановления операторов в задачах 
о приближениях описаны в монографии [6]. Идентификация не-
линейных систем является более сложной задачей,  общих мето-
дов ее решения не существует. Известно решение задачи об иден-
тификации линейных систем в виде оператора Вольтерра   

0

'

0

( ) ( ) ;

( ) ( ) ,

t

t

y t x d

y Q t x d

ρ τ τ τ

τ τ τ

= −

= −

∫

∫
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где ( ) ;
dQ

t Q
dt

ρ = – отклик на функцию ( )tσ  – единичный ска-

чок, ( )tρ  – отклик на δ -функцию. Указанные представления яв-

ляются точными xF∀ ∈x . 

Известны численные методы решения задачи идентифи-
кации операторов (1), (2) в случае линейного вхождения  вектора 
параметров. При этом сам оператор ( , )S x a  может быть даже не-
линейным. Например, идентификация системы нелинейных диф-
ференциальных уравнений 

1
1

( ,..., ) ( 1,..., )
N

ij n ij
j

dx
f x x a i n

dt =

= =∑  

по методу наименьших квадратов  сводится к системе линейных 
алгебраических уравнений [7]. 

При нелинейном вхождении параметра универсальных 
методов идентификации нелинейных систем не существует. Эф-
фективный метод идентификации нелинейных систем с нелиней-
ным вхождением параметров был предложен в работе [1]. Сущ-
ность его заключается в том, что в качестве входных испытатель-
ных функций используются переменные, например x  или y  в 
(1), (2), изменяющиеся по заданному закону. Впервые метод 
предложен в 1952 году Ходжкиным и Хаксли для идентификации 
нелинейных моделей биологических мембран [1]. Математиче-
ская модель (2) была реализована в виде системы нелинейных 
дифференциальных уравнений, связывающих выходную величи-
ну y  и входную x : 

4 3
1 2 1 1 2 2 2 3 3 3

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ); 1, 2,3i
i i

dx
y a a x x a x x a x x

dt
d

x x i
dt

ϕ ϕ ϕ

ϕ α ϕ β

⎧ = + − + − + −⎪⎪
⎨
⎪ + = =
⎪⎩

,  (6) 
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где 1 3 1 3;a a x x÷ ÷  — параметры, ( ) , ( )i ix xα β  — неизвест-

ные функции. 

 
Рис 1. а). Множество входных функций вида ( )iA tσ  ( 1,..., )i n= ; 

б). Множество  откликов на входные функции 
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В качестве  испытательных функций использовалось мно-
жество функций вида ( ) ( ) ( 1,..., )i ig t A t i nσ= =   ( ( ) 1tσ =  при 

0, ( ) 0t tσ≥ =  при  0)t < . Получение таких функций в системе  
достигается с помощью отрицательной обратной связи [1].  На 
рис. 1а показана серия  функций ( ),ig t  а на рис.1б серия 

откликов ( )ih t  для биологической мембраны. Одним из замеча-

тельных свойств  таких испытательных сигналов является упро-
щение          ММ-системы. Действительно, из (6) можно получить 
явные выражения  для  ( )i tϕ  и y : 

( ) ( (0) ( )) exp( ( ) );i i i i i it A A tϕ ϕ β α= − −  

{ }
}{

4

1 1 1 2 2

3

2 2 2 3 3 3

3 3

( ) ( ) ( (0) ( ))exp( ( ) ) ( )

( (0) ( ))exp( ( ) ) ( (0) ( ))exp( ( ) )

( ).

i i i i

i i i i

y t a x x A A t a x x

A A t A A t

a x x

ϕ β α

ϕ β α ϕ β α

= − − − + − ∗

− − − − +

+ −

 

Таким образом, решение задачи идентификации значи-
тельно упрощается. Метод можно рассматривать как  обобщение 
идентификации линейных систем по входному воздействию в ви-
де единичного скачка – σ -функции. 

 
Рассмотрим основные проблемы при идентификации ММ. 

Это прежде всего требования к приближенным операторам 
( , )lS x al  (4), при которых возможна сходимость к точному опе-

ратору L  (1) при увеличении числа испытательных функций. 
Существенным требованием является установление сходимости 
при любых xF∈x . Дело в том, что информация I о свойствах 

оператора (1) x yF G→ →L  задана лишь для конечного числа  

функций xF∈g  и откликов h  на эти функции,  по  которым   

и строится близкий к   L  оператор   ( , )lS x al . 
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В теории приближения функций для обеспечения  сходи-
мости приближенного оператора  ( , )l lS x a  к  L  имеются два  

основных инструмента: 1) изменение отрезка, на котором задана 
функция; 2) выбор структуры  восстанавливаемого оператора [6]. 
В задачах об идентификации первого инструмента нет, там мно-
жество функций задано в некоторой области  обычно на интерва-
ле  времени, который нельзя изменить. Сохраняются лишь воз-
можности  предъявления  определенных  требований  к  типу  
оператора, его структуре и структуре множества входных и вы-
ходных функций. 

В работе [8] показана возможность эффективной иденти-
фикации, если  операторы (1), (4) вполне непрерывные. Сформу-
лируем  требования к операторам  lL,S , множествам ,x yF G , 

имеющейся информации I , при которых процесс идентифика-
ции, согласно определению 1, будет сходящимся. Обозначим че-
рез l  размерность вектора параметров 1( ,..., ) ,l la a n=a  –   чис-

ло испытаний. Имеет место теорема. 

Теорема. Пусть { } { }( , ) : ,l l x y l aF G A E→ ∈ ⊂S x a a  —  

последовательность вполне непрерывных операторов, 
;x x y yF E G E⊂ ⊂ — компактные множества функции в бана-

ховом пространстве , .x yE E  Пусть множество функций 

( 1,..., ; )k xg F k n n l∈ = ≥  образует nε -сеть в xF , выполня-

ются соотношения  

( ,k l k lh g δ− <S a .   (7) 

Если 0 00 : ( , ,k l k ll l l h gδ δ∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ − <S a  то { }( , )l l →S x a L , 

{ } { }l aA E→ ∈ ⊂a a  и оператор L  — вполне непрерывный. 
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Доказательство. Покажем, что последователь-

ность { }( , )l k lgS a  сходящаяся. Действительно, соглас-

но (7) 0 00 :l l lδ∀ > ∃ ∀ ≥  имеем 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2 .

l k l p k l k k k l p k

l k k k l p k

g g g h h g

g g g g δ
+ +

+

− = − + − <

− + − <

S S S S

S L L S
  (8) 

Оценим для произвольных xG∈x , учитывая (7), (8), 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )l l l p l l l l k l l k lg g+− = − + −S x a S x a S x a S a S a

( , ) ( , ) ( , )l p k l l p k l l p lg g+ + +− + − <S a S a S x a  

< ( , ) ( , ) ( , ) ( , )l l l k l l k l l p k lg g g+− + − +S x a S a S a S a  

( , ) ( , )

2 2( )

l p k l l p l

n n n

g

M M Mε δ ε ε δ δ
+ +

∗

+ − <

< + + = + =

S a S x a
 

 (9)

 
Здесь учтено, что вполне непрерывные операто-

ры ( , )l l yG∈S x a ограничены, т.е. 1 2( , ) ( , )l l l l− <S x a S x a  

< 1 2M −x x , и что :x k k nF g g ε∀ ∈ ∃ − <x x , поскольку { }kg обра-

зует по условию nε -сеть в kG . Из (9) следует –  { }( , )l lS x a фун-

даментальная и, следовательно, сходящаяся, причем  

{ }( , )l l →S x a L . По теореме об основных свойствах вполне не-

прерывных  операторов в банаховых пространствах (напри-
мер, [9], стр. 239) оператор L также является вполне непрерыв-
ным. Вектор la  определяется из условия минимума функциона-

ла ( ) ( , )l k l k lФ h g= −a S a . Поскольку ( , )l k lgS a  непрерывно 

зависит от la , то ( )lФ a  также непрерывно зависит от la . Поэто-
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му в достаточно малой окрестности min ( )lФ a при достаточно 

большом ll ε− <a a , где 0ε > — любое достаточно малое 

число, откуда следует { } { } .l A E→ ∈ ⊂ aa a   Теорема полностью 

доказана. 
Из теоремы следует, что для эффективной идентифика-

ции ММ по методу фиксированной переменной следует исполь-
зовать вполне непрерывные операторы (1), (2) и жестко ограни-
ченные множества входных и выходных функций. Если по всей 
области изменения переменных построить  вполне непрерывный 
оператор не удается, следует разбить область на небольшое число 
подобластей и после построения  вполне непрерывных операто-
ров в них, если это возможно, произвести сшивание операторов 
на границах подобластей. Именно так и была получена знамени-
тая ММ Ходжкина–Хаксли [1]. Следует отметить, что получен-
ный в результате оператор системы может быть  не вполне непре-
рывным.  Пригодность  полученной  математической  модели  
определяется путем сравнения  полученных на ней  результатов 
с экспериментальными. Модель Ходжкина–Хаксли оказалась 
в этом плане весьма удачной.  

Теорема ставит задачу построения такой структуры при-
ближенных операторов ( , )l lS x a , которая позволяла бы последо-

вательно увеличивать точность  их восстановления. В теории 
приближения функций  для этого есть универсальный инстру-
мент: использование все более мелких разбиений  и увеличение  
порядка интерполяционных функций (например, сплайнов). При 
идентификации таких общих инструментов нет. Если в качестве 
оператора системы используются системы дифференциальных 
уравнений, то при восстановлении ( , )l lS x a  можно применять 

последовательное увеличение числа дифференциальных уравне-
ний с учетом специфики задачи. Именно такой метод использует-
ся  в биологии  [10,11], экономике. 
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Из теоремы следует возможность применения  различных 
по форме «фиксированных переменных». Эта возможность реа-
лизована в работе [12], где использованы линейно нарастающие 
функции. Возможно применение «фиксированного выходного 
сигнала», это реализовано в работе [12], где в качестве  фиксиро-
ванных функций на выходе системы применены σ -функции раз-
личной амплитуды. 

 
Рис. 2. Множество откликов выходных функций на вход-

ные ( ) ( 1,..., )iA t i nσ = , полученные из уравнений Ходжкина – 

Хаксли вычислительными методами 

Разработанные по методу «фиксированной перемен-
ной» ММ допускают эффективную проверку их адекватности 
и точности  компьютерными расчетами по методу «фиксирован-
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ной переменной». На рис. 2 показаны рассчитанные отклики ММ 
Ходжкина – Хаксли при использовании испытательных функ-
ций ( ) ( 1,..., ),iA t i nσ =  точно так же как при эксперименталь-

ных исследованиях. Полученные результаты подтверждают адек-
ватность и точность разработанной ММ. 

Отметим в заключение, что потенциальные возможности 
метода «фиксированной переменной» очень велики, и в дальней-
шем можно ожидать не одно интересное применение этого мето-
да. Уравнения Ходжкина – Хаксли считаются общепризнанным 
классическим результатом, на базе которого созданы другие по-
добные, например  уравнения Нобла, Франкенхаузера. Еще одним 
подтверждением потенциальных возможностей метода являются 
созданные в 2000 году уравнения Жанга и др. [10], представляю-
щие  систему из 15 нелинейных дифференциальных уравнений и 
уже общепризнанные в мире. 
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The method of identification of nonlinear systems with nonlinear en-
trance of parameters is described. In the theory of approximation this 
problem is known as operator recovery. The theorem of  method con-
vergence is proved, requirements for recoverable operator are stated. 
The well-known method of  the fixed variable is evaluated. The meth-
ods of solving nonlinear identification problems are discussed 




