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Определяются условия локальной управляемости системы обык-
новенных дифференциальных уравнений в некритическом и кри-
тическом случаях. Доказательство теорем проводится методом 
неподвижной точки. 

 
 
Рассматривается система обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений 

)u,x,t(fu)t(Bx)t(Ax ++=� , (1) 

где −×− nn)t(A матрица, −×− mn)t(B матрица, 

,n mx R u R∈ ∈ − управление, [ ], 0, ,m n t T T< ∈ – некоторое за-

данное положительное число, матрицы ( ), ( )A t B t − непрерывны 

на [ ]0, , ( , , ) -T f t x u n− мерная вектор-функция. 

Пусть -kR k− мерное векторное пространство;  
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где 0δ  – некоторое положительное число, функция )u,x,t(f  

удовлетворяет на множестве )( 0δH  условию Липшица по пере-

менным x  и u  с постоянной )(M δ1 , причем ( ) 01 →δM  

при 0→δ . 
В качестве допустимых управлений будем рассматривать 

непрерывные на сегменте [ ]T,0  функции )(tu , удовлетворяющие 

условию 0(.) δ≤u . Множество всех допустимых управлений 

обозначим )( 0δU . 

Символом ( )u,,tx α  обозначим решение системы (1), соот-

ветствующее управлению ( )0δUu∈ , удовлетворяющее началь-

ному условию ( ) αα =ux ,,0 . 
Будем предполагать, что система (1) удовлетворяет услови-

ям существования, единственности и непрерывной зависимости 
решения от начальных данных и параметра на множест-
ве )(H 0δ . 

Определение. Систему (1) назовем локально управляемой, 
если существует такое число 0>δ , что для любого векто-
ра )(W δα ∈  найдутся )(Uu δ∈  и 0>T  такие, что реше-

ние ( )u,,tx α  системы (1) удовлетворяет равенству 

0=))T(u,,t(x α . 

Заметим, что 0≡x  при 0=u является решением системы 
(1). Тогда по теореме о непрерывной зависимости решения от на-

чальных данных и параметра найдется *
0(0, ]δ δ∈  такое, что для 

любого )(W *δα ∈  и для любого ( )*Uu δ∈  система (1) имеет 

решение ( )u,,tx α , определенное на сегменте [ ]T,0  при лю-

бом [ ]T,t 0∈ , удовлетворяющее неравенству 0δα ≤)u,,t(x . 
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Доказано [1], что решение системы (1), удовлетворяющее 
равенству ( ) αα =ux ,,0 , определяется равенством 

( )1

0

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
t

x t u X t X t X B ud oα α ξ ξ ξ γ−= + +∫  

где −)(tX фундаментальная матрица решений системы Axx =� , 

удовлетворяющая условию EX =)0( , ( )u,αγ = . 

Поставим задачу – для любого *( )Wα δ∈  найти управле-

ние *( )u U δ∈ , чтобы 

( ) 0
0

1 =++ ∫
− γξξξα oud)(B)(X)T(X)T(X

T
. (3) 

Будем искать управление )(tu  в  виде ( ) ( )u t R t c= , 

где ( )R t – известная  матрица размерности nm× , непрерывная на 

сегменте [ ]T,0  (матрица ( )R t  может быть специальным образом 
выбрана при решении конкретных прикладных задач), 

{ }0 0( ) :nc C c R cδ δ∈ = ∈ ≤  – неизвестный вектор. Поделим обе 

части  равенства (3) на )(TX  и, обозначая  

ξξξξ= ∫
−

T
dRBXP

0

1 )()()( ,  

получим  

( ) 0.Pc oα γ+ + =  (4) 

Таким образом, нужно определить условия, при которых 

для каждого ( )*δα W∈  существует вектор c , удовлетворяющий 
уравнению (4). 
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Лемма. Существует ( ]*,0 δδ ∈  такое, что при любых зна-

чениях 1 2,c cδ δ≤ ≤  и фиксированном ( )*δα W∈  справедливо 

неравенство:  

( ) ( ) 21221 cc)(Moo −≤− δγγ ,  

где 0)(2 →δM  при 0→δ . 

Для матрицы P  будет выполнено одно из следующих условий: 
I. nrangP = — некритический случай, 

II. ,0rangP r r n= ≤ < — критический случай. 
I. Для операторного уравнения (4) в некритическом случае 

будет справедлива 
Теорема 1. Если матрица P  является неособенной, то най-

дется ( ]*,0 δδ ∈ , что для любого вектора )(δα W∈  операторное 
уравнение (4) имеет единственное решение. 

Доказательство. 
Из условия теоремы следует, что уравнение (4) можно за-

писать в виде: 

( )γα oPPc 11 −− −−= . 

Оператор F  определим следующим равенством: 

( )γα oPPFc 11 −− −−= . 

Докажем, что ( ]*,0 δδ ∈  можно выбрать так, что при лю-

бом фиксированном α  оператор F  сжимающий. Из леммы сле-

дует существование такого ( ]*,0 δδ ∈ , что для любых 

1 2,c cδ δ≤ ≤  выполняется неравенство 

( ) ( ) 212
1

21
1

21 )( ccMPooPFcFc −⋅<−⋅≤− −− δγγ , 

где 0)(2 →δM  при 0→δ . 
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Выберем число ( ]*,0 δδ ∈  таким образом, чтобы  

1)(2
1 <≤⋅− dMP δ , где 0>d  — некоторое число. 

Следовательно, при любых 1 2, ( )c c C δ∈  выполняется нера-

венство 2121 ccdFcFc −≤− . А это значит, что при лю-

бом )(δα W∈  оператор F  сжимающий. 

Докажем, что оператор F  отображает множество )(δC  
в себя. 

Так как 
( )

0lim
0

=
→ γ

γ
γ

o
, то число ( ]1 0,δ δ∈  можно выбрать 

так, что при любом )( 1δγγ ≤  выполняется неравенст-

во 
( )

12

1
−

<
P

o

γ
γ

, тогда ( ) ( )
22

111 δδγγ <<≤ −− oPoP . 

Из того, что 1

0
lim 0P
α

α−
→

= , следует, что число ( ]0,δ δ∈  

можно выбрать так, что при любом ( )Wα δ∈  справедливо нера-

венство 1

2
P

δα− < . 

Таким образом, для любого ( )Wα δ∈ , любого ( )c C δ∈  

(а следовательно, и γ δ≤ ), выполняется неравенство  

( )1 1Fc P P oα γ δ− −≤ + < . 

Следовательно, для любого α δ<  оператор F  отображает 

множество ( )C δ  в себя. 

Получили, что для оператора F  выполнены все условия 
теоремы Банаха. Следовательно, для каждого ( )Wα δ∈  во мно-
жестве ( )C δ  существует единственная неподвижная точка опера-
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тора F , то есть для любого ( )Wα δ∈  операторное  уравнение 
имеет единственное решение. Теорема доказана. 

Таким образом, если матрица P  является неособенной, сис-
тема дифференциальных уравнений (1) локально управляема. 

II. Рассмотрим операторное уравнение (4) в критическом 
случае, когда nrangP < . 

Пусть )(o γ  представимо равенством  

=)(o γ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛++ lk

lk oco)c,(f)c(f γα ,  

где )c(fk  – форма порядка k  относительно , 2c k ≥ , )c,(fl α  – 

форма порядка l  относительно ( )c,αγ = , 2≥l . 
Тогда уравнение (4) преобразуется к виду 

( ) ( )( ) ( , ) 0.
k l

k lPc f c f c o c oα α γ+ + + + + =     (5) 

Пусть матрица P  ненулевая, ,0rangP r r n= < < . Тогда 

в матрице P  существует минор порядка r , отличный от нуля. 
Пусть, для определенности, этот минор расположен в левом верх-
нем углу. Применяя элементарные преобразования, заме-
няя , , 0,c Rα ρβ ρν ρ ρ= = > ∈ , предполагая, что lk < , разделим 

первое уравнение полученной системы  на ρ , второе – на kρ . 
Получим систему вида 

( )
( )

1

1

0,

1
( ) ( ) 0,

kk

k
kk

P o

f O

β ν ρ ν

ϕ β ν ρ ν
ρ

−

−

⎧ + + =
⎪⎪
⎨

+ + =⎪
⎪⎩

 (6) 

где 
0

lim ( ) 0
k

O
ρ

ρ ν
→

=  равномерно относительно ν . 
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Обозначим 

( )
1

1

1
( ) ( , ( )), ( , ) ( , ( )),

( ) ( , ( )).

k k

k k kk

S colon P f m colon

O colon o O

ν ν ν β ρ β ϕ β
ρ

ρ ν ρ ν ρ ν

−

−

= =

=
 

Тогда систему (6) можно записать в виде равенства 

( , ) ( ) ( ) 0.
k

m S Oβ ρ ν ρ ν+ + =  (7) 

Теорема 2. Пусть на множестве { }1== νν :L  век-

тор 0≠)(S ν . Тогда существуют такие положительные чис-

ла , ', 'δ δ ρ δ< , что для любого δβ ≤  уравнение (7) не имеет 

решений. 

Будем предполагать, что существует такая точка 1=*ν , 

что 0=*Pν  и 0=)(f *
k ν . 

Раскладывая вектор-форму )(fk ν  по формуле Тейлора в 

окрестности точки *ν  и обозначая *y νν −= , приведем систему 
(6) к виду  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++++

=+++

∑
=

−

−

.)y(O)y,(Ry)(D)(
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 (8) 

Обозначим  
* * * *

* 1 * *

( , ( )), ( , ) (0,...,0, ( , )),

( ) ( , ( )).

i i

k kk k

Q colon P D R y R y
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Тогда систему (8) можно представить равенством 

∑
=

=++++
k

i

k

i yOyRQym
2

**** 0)(),(),( νρνρβ   (9) 

Теорема 3. Пусть Q  — неособенная матрица. Тогда суще-

ствуют положительные числа 21 δδ ,  такие, что для каждо-

го 1δρ < , для любого вектора 2δββ ≤:  уравнение (9) имеет 

единственное решение. 
Теорема доказывается аналогично теореме 1. 
Из теоремы 3 следует, что найдется единственное управле-

ние 1δρνρ <+= **** ),y()t(R)t(u  из некоторого множества, 
определяемое с помощью вектора )y(c *** νρ += , удовлетво-
ряющее равенству 0=)u,,T(x α . В этом случае задача локаль-
ной управляемости для системы (1) разрешима. Если Q  является 
особенной матрицей, то повторяется алгоритм, описанный выше. 
Так как на каждом шаге ранг исследуемой матрицы не может 
уменьшиться, то либо через конечное количество шагов получим 
матрицу с рангом n , и в этом случае вопрос о локальной управ-
ляемости системы (1) разрешим, либо процесс преобразования 
будет бесконечным и задача локальной управляемости для систе-
мы (1) данным методом не разрешима. 
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The conditions of local controllability system of ordinary differential 
equation are defined. Theorem’s are going by method of stationary 
point. 




