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Рассматривается одномерная дифференциальная модель изоли-
рованной популяции. Для некоторых коэффициентов допускается 
неопределённая зависимость от  времени. Изучается ситуация, 
когда модель  носит ярко выраженный групповой характер. 

 
 

Рассматривается изолированная популяция, то есть взаи-
модействие возможно только между представителями популя-
ции. Динамика численности популяции моделируется обыкно-
венным дифференциальным уравнением первого порядка [1, 2]: 
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где iu  — коэффициенты, ( )i xϕ  — некоторые достаточно гладкие 
функции.  Если фиксировать в (1) коэффициенты и интервал вре-
мени ],0[ T , то каждая начальная точка 0x  сдвинется  по реше-

нию системы (1) в конечную точку ( )x T , то есть пара  { , [0, ]}iu T  

задаёт преобразование 0x x↔  прямой. Произведением двух пре-
образований, соответствующих разным парам, называется после-
довательное выполнение сначала одного преобразования, затем 
другого. Результирующее преобразование может не совпадать ни 
с одним из ранее построенных преобразований. Продолжая пере-
множение преобразований, получим  множество преобразований, 
которое, как правило, нельзя параметризовать конечным количе-
ством параметров. Существует класс систем (1), когда множество 
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преобразований, построение которого описано выше, — конеч-
номерно (r-мерно) и, более того, это множество является r-
параметрической группой. Системы, обладающие таким свойст-
вом, называются групповыми [3–6]. Для проверки, является ли 
конкретная система (1) групповой, нужно по функциям построить 

операторы i iX
x

ϕ ∂=
∂

, вычислить все коммутаторы 

 [ , ] ( )i k i k k iX X X X
x

ϕ ϕ ∂= −
∂

, те из них, которые не выражаются ли-

нейно с постоянными коэффициентами через имеющиеся, доба-
вить к совокупности операторов, остальные отбросить и продол-
жить процесс вычисления коммутаторов. Система  является груп-
повой, если через конечное число шагов все вновь вычисленные 
коммутаторы будут отброшены  [3–6]. Оставшиеся операторы  —  
базис  конечномерной вещественной алгебры Ли. У групповых 
систем (1) все преобразования — сдвиги вдоль решений при раз-
ных наборах коэффициентов  — принадлежат r-параметрической 
группе преобразований 

0 1( , , , ).rx g x v v= …  (2) 

Отметим важный факт: если на место iu  в групповую сис-

тему (1) подставить некоторые функции ( )iu t  независимой пере-
менной  t , то преобразование —  сдвиг вдоль решений, соответ-
ствующих паре { ( ), [0, ]}iu t T , — принадлежит группе (2). То есть 

найдётся такой набор параметров rvv ,,1 … , что преобразование 
сдвига есть элемент группы (2) [5, 6]. Переход  от пары  
{ ( ), [0, ]}iu t T  к числам  rvv ,,1 …  происходит по определённому 
алгоритму [5]. В [3, глава IV] показано, что одномерной системе 
(1) может соответствовать в описанном выше смысле максимум 
3-параметрическая группа (2). Так как принадлежность или от-
сутствие принадлежности к групповым системам выдерживает 
любые достаточно гладкие замены переменных  x x↔ �

 [3–6], 
приведём наиболее простой за счёт выбора переменных вид од-
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номерной групповой системы (1) (использована возможность ко-
эффициентам )(tui  зависеть от переменной t ): 

.)()(2)( 2
321 xtuxtutux ++=�  (3) 

Уравнение (3) — уравнение Риккати. Уравнение (3) порож-
дает в описанном выше смысле группу  дробно-линейных  преоб-
разований xx ↔0  [3,  глава II; §7, п. 8]:  
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Обсудим вопрос о симметриях по состоянию [5,  п. 7; 7] 
уравнения (3): таких заменах переменных xx

�↔  в уравне-
нии (3),  что в новых переменных система  имеет такой же вид (3), 
и поэтому если )(tx  —  решение уравнения (3), то и )(tx

�

 — ре-
шение этого же уравнения. Уравнение (3) допускает только три-
виальное преобразование симметрии по состоянию — тождест-
венное  [5, п.7, пример 7.2]. Но если (3) добавлением двух урав-
нений погрузить в класс L-систем [5, п.6] (вычисление новых 
уравнений происходит по определённому алгоритму [5]) 
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то система (5) допускает 3-параметрическую группу симметрий 
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Если известно частное решение )(tx , )(ty , )(tz  систе-
мы (5), то подстановка его в первое уравнение группы симметрий 
(6) приводит к  общему решению уравнения  (3) с произвольной 
постоянной 1a . 

В [6, 8] была поставлена и частично решена задача о мате-
матическом моделировании групповыми системами популяцион-
ных взаимодействий. В случае когда  популяция испытывает 
только внутренние взаимодействия, динамику можно смоделиро-
вать одномерным уравнением (1) (в [1, 2] приведены многочис-
ленные примеры). Если ограничиться классом групповых систем, 
то с точностью до выбора переменной, описывающей состояние 
популяции, множество математических моделей исчерпывается 
уравнением (3).  Уравнению (3) соответствует модель Мальтуса 
(в (3) 0)(1 =tu , 0)(3 =tu ), логистическая модель Ферхюльста  

(в (3) 0)(1 =tu ), режим с обострением (в (3) 0)(1 =tu , 

0)(2 =tu ), режимы с отловом (в (3)  0)(1 ≠tu ) и  т. д.  [1, 2].  
С учётом того что в уравнении (3) можно сделать любую (в том 
числе и нелинейную) замену переменной x , множество моделей 
и режимов существенно расширяется. Добьёмся, например, того, 
что уравнение (3)  моделирует режим 

bya

y
y

+
=

2
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промежуточный между «Мальтусом» (при 0=a ) и «режимом с 
обострением» (при 0=b )  [1, формула (2.1.11)]. Указанную пра-
вую часть можно создать в качестве коэффициента при одной из 
функций  )(tui . Приведём все три варианта замен переменных и 

три вида уравнения (3) в новых переменных: 

1. 
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GROUP  MATHEMATICAL MODELS OF DYNAMICS OF 
ISOLATED POPULATION 
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One-dimentional differential model of isolated population  is consid-
ered. Some coefficients are allowed dependence from time. Situation  
is  investigated when a model  have pronounced group nature. 




