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О РЕШЕНИЯХ МОДЕЛЕЙ ТИПА ЭКМАНА ДЛЯ СЛУЧАЯ 
ДВУХСЛОЙНОЙ ЖИДКОСТИ 

 
Гапеева Т. В., Гуревич К. Ю., Компаниец Л. А. 

 
(Россия, Красноярск) 

 
 
В 1923 г. В. Экман разработал теорию движения в однородном 
глубоком озере, вызванного действием постоянного ветра. 
В 1956 г. Р. Веландер распространил эту теорию на случай мел-
кого моря. В данной работе эта теория распространяется на 
случай двухслойной жидкости. Если бассейн имеет цилиндриче-
скую форму, можно получить аналитическое решение в явном 
виде.  
 
 
 

Модели ветрового движения двухслойной жидкости нахо-
дят широкое применение при расчете течений в неоднородных по 
температуре водоемах. Усредненные по глубине уравнения двух-
слойной жидкости рассматривались в статьях [1]–[4]. В частно-
сти, в работе [4] проводилось сравнение численных результатов, 
полученных по модели двухслойной мелкой воды и модели стра-
тифицированной жидкости. 

В статье [5] проводились расчеты по новой математической 
модели, причем в верхнем слое скорости считались усредненны-
ми по глубине, а в нижнем слое зависили от глубины. 

В работе [6] рассматривалось аналитическое решение для 
двухслойного течения в бассейне с ровным дном в двумерном 
случае. 

В данной работе рассматривается трехмерная модель ста-
ционарного ветрового движения двухслойной жидкости с грани-
цей раздела слоев по термоклину. Термоклин рассматривается как 
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бесконечно тонкий слой, на котором терпят разрыв температура, 
(плотность) и коэффициент вертикального турбулентного обмена. 
Считается, что перенос массы через границу раздела плотности 
отсутствует, т.е. вертикальная диффузия и турбулентное вовлече-
ние не учитываются. Это соответствует случаям, когда граница 
раздела находится ниже слоя ветрового перемешивания, либо раз-
ность плотностей в верхнем и нижнем слое достаточно велика. 

Выпишем уравнения, описывающие стационарные течения 
в верхнем и нижнем слое в соответствии с [1], [5], [6], [7]: 
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Здесь индекс «I» относится к верхнему слою жидкости, 
а индекс «II» к нижнему слою; zyx ,,  — оси прямоугольной сис-

темы координат, причем ось z  направлена вертикально 
вверх; ),,,( zyxu  ),,,( zyxv  ),,( zyxw  — компоненты вектора 

скорости течения; IK , IIK  — постоянные коэффициенты верти-
кального турбулентного обмена в верхнем и нижнем слое соот-

ветственно; g  — ускорение свободного падения; Iη  и IIη  — 

отклонение поверхности жидкости и границы раздела слоев от их 
равновесных положений 0=z  и hz =  соответственно; 

Iρ  и IIρ  — постоянные плотности воды; H  — глубина водо-

ема; l — параметр Кориолиса. 



Гапеева Т. В. и др.  — МКО — 2006, т. 2, стр. 273–283 
Gapeeva Т. V. at al — MCE — 2006, v. 2, p. 273–283 
 

 275

Граничные условия для первого слоя имеют вид: 
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Граничные условия для второго слоя: 
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Здесь 2IK  — коэффициент трения между слоями жидко-
сти, yx ττ ,  — напряжение ветра на невозмущенной свободной 

поверхности. 
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Уравнение неразрывности для первого и второго слоя име-
ют, соответственно, вид: 
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Для упрощения вычислений запишем систему уравне-
ний (1)–(4) в комплексной форме. 

Введем обозначения: 
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Тогда общее решение системы уравнений (1)–(4) можно 
представить в виде: 

,1
1

2
1

1 SeDeDw
zzI ++= −αα  (11) 

,2
2

4
2

3 SeDeDw zzII ++= −αα  (12) 



Гапеева Т. В. и др.  — МКО — 2006, т. 2, стр. 273–283 
Gapeeva Т. V. at al — MCE — 2006, v. 2, p. 273–283 
 

 277

а граничные условия (5)–(8) примут вид: 
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Легко заметить, что неизвестные 321 ,, DDD  и 4D  будут 

линейными комбинациями 1S , 2S  и wτ . 

Для нахождения величин 1S  и 2S  найдем полные потоки  
горизонтальных составляющих скорости. Воспользуемся соотно-
шениями (11) и (12): 
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Аналогично для второго слоя: 
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В силу выполнения условия неразрывности (9) можно вве-
сти функцию тока для верхнего слоя в соответствии с формулами 
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что приводит к соотношениям 



Раздел 6.Вычислительные методы и математическое моделирование 
Part 6. Calculation Methods And Mathematical Modeling 
 

 278

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+

∂
∂−

−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+

∂
∂+

+
∂

∂−
∂

∂==
∂
Ψ∂−

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+

∂
∂−

−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+

∂
∂−

−
∂

∂−
∂

∂−==
∂
Ψ∂

∫

∫

−

−

).Im(1Im

1Re

ImRe

),Re(1Im

1Re

ImRe

11

1

11

0

11

1

11

0

w

II

II

II

II

I

II

II

II

II

I

II

h

I
I

w

II

II

II

II

I

II

II

II

II

I

II

h

I
I

F
yyl

g

xxl

g

yl

g

xl

g
dzv

x

F
xxl

g

yyl

g

xl

g

yl

g
dzu

y

τη
ρ
ρη

ρ
ρδ

η
ρ
ρη

ρ
ρδ

ηγηγ

τη
ρ
ρη

ρ
ρδ

η
ρ
ρη

ρ
ρδ

ηγηγ

 (14) 

Чтобы получить уравнение для функции IΨ , продиффе-
ренцируем первое уравнение системы (14) по y , второе — по x , 
и найдем разность этих уравнений: 
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Аналогично для второго слоя в силу (10) имеем: 
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что позволяет получить уравнение для функции тока во втором 
слое: 
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В уравнения (15), (17) входят неизвестные величины ,
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Чтобы исключить их, продифференцируем первое уравне-
ние системы (14) по x , второе уравнение — по y  и найдем сум-
му этих уравнений: 

−
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂+

∂
∂−

2

2

2

2

1Im
yxl

g II ηηγ  

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂+

∂
∂

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂+

∂
∂−

2

2

2

2

2

2

2

2

1 1Im
yxyxl

g IIII

II

III

II

I ηη
ρ
ρηη

ρ
ρδ  

,0)(~
1 =+ wF τ  (18) 

где )Im()Re()(~
111 www F

y
F

x
F τττ

∂
∂+

∂
∂= . 

Продифференцировав первое уравнение системы (16) по x , 
а второе уравнение — по y  и найдя сумму этих уравнений, полу-
чим: 
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где )Im()Re()(~
222 www F

y
F

x
F τττ

∂
∂+

∂
∂= . Решив систему ли-

нейных уравнений (18)–(19), находим выражения 
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 как функции 

от напряжения ветра. Подставив эти функции в уравнения (15) 
и (17), полностью определяем правые части уравнений Пуассона 
для функций тока в первом и втором слоях. На границе бассей-

на G ставятся стандартные [1] в таких случаях условия 0=Ψ I
G  

и 0=Ψ II
G . 

После нахождения функций IΨ  и IIΨ  величины ,
x

I

∂
∂η

 

,
y

I

∂
∂η

 
x

II

∂
∂η

 и 
y

II

∂
∂η

 находятся из системы уравнений (14), (16), 

а скорости течения определяются по формулам (11) и (12). 

Случай 02 =IK  соответствует ситуации, когда верхний 
слой движется по нижнему без трения и формулы (11)–(13) опре-
деляют движение однородной жидкости в верхнем слое глуби-
ны h с условиями проскальзывания без трения на дне в бассейне 
глубины h, а жидкость в нижнем слое не движется. Решение 
уравнений (11)–(13) для верхнего слоя в этом случае, как и следо-
вало ожидать, совпадает с решением, полученным в работе [9] 
для случая движения однородной однослойной жидкости c усло-
виями проскальзывания без трения на дне. 

Таким образом, показана разрешимость задачи о стацио-
нарном движении неоднородной двухслойной жидкости в бас-
сейне с ровным дном. Получение аналитического решения для 
этой же модели движения неоднородной жидкости при условии, 
что дно неровное, принципиальных трудностей не имеет. 
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Рассмотрим случай движения двухслойной жидкости в кру-
говом цилиндре радиуса R под действием ветра, который задается 
формулой ixyw −=τ . В этом случае )(~

1 wF τ , )(~
2 wF τ  — постоян-

ные величины и, следовательно, в силу (15) и (17) уравнения Пу-
ассона для функции тока в верхнем и нижнем слое имеют вид  
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где А и В — некоторые числа. На границе бассейна 222 Ryx =+  

ставятся граничные условия 0=Ψ I  и .0=Ψ II  Известно,  что  
в этом случае решение уравнение Пуассона выписывается в яв-
ном виде:  

),(
4

222 Ryx
AI −+=Ψ    ).(

4
222 Ryx

BII −+=Ψ  

Подстановка этих выражений в (14)–(16) дает возможность опре-
делить наклоны свободной поверхности и проанализировать 
дрейфовую и геострофическую составляющие течения. 
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In 1923 Ekman developed a theory for the homogeneous sea-level 
changes produced in a deep sea by the action of a steady wind. In 
1956 Welander extended the theory to a shallow sea. In the present 
paper the theory is extended to the two-layer model. If the basin has 
cylindrical form one may to obtain the explicit form of analytical solu-
tion. 




