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Рассматривается трёхмерная двухкомпонентная модель роста 
раковой опухоли в ткани, с которой опухоль взаимодействует. 
Модель учитывает хемотаксис опухолевых клеток и их под-
вижность. Для численного решения получившейся системы 
уравнений использовалась модификация схемы Дугласа–Ганна, 
аппроксимационные свойства которой были исследованы. По-
строена модель для цилиндрического сектора гомогенной ткани 
(без крупных кровеносных сосудов внутри). Приводятся приме-
ры расчётов. 
 
 

Введение. Создание адекватных математических моделей 
роста раковых опухолей представляется актуальной задачей. 
Такие модели можно использовать как для теоретического ис-
следования терапевтических воздействий, так и для прогнозиро-
вания и диагностики онкологических заболеваний. Хотя первые 
модели появились ещё в 50-х годах [1], за прошедшее время бы-
ли установлены механизмы роста опухоли и существенно воз-
росли вычислительные ресурсы, что нашло отражение в развитии 
математических моделей. От простейших описаний с помощью 
систем ОДУ, предсказывающих распределение кислорода и пита-
тельных веществ в сфероиде [2–3], был совершен переход к 
структурным моделям, учитывающим разделение опухолевых 
клеток на делящиеся, покоящиеся и клетки некротической облас-
ти [4]. Сравнительно недавно было экспериментально показано, 
что переходы между различными слоями клеток являются плав-
ными [5], что привело к моделям, описывающим пространствен-
ную структуру опухолей как распределения плотности различных 
типов клеток [6, 7]. 
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В последние годы наблюдается рост интереса к трёхмерным 
моделям опухолевого роста. При этом часто построенные моде-
ли остаются квазитрёхмерными: разрабатываются методы асим-
птотического анализа сферически-симметричного решения или 
ищется решение на сферической поверхности [8]. 

Предложенная модель является полностью трёхмерной, её 
особенностью является учёт взаимодействия опухоли с окру-
жающей тканью. Это позволяет в дальнейшем применить мо-
дель для описания различных типов опухолей в органах, ис-
пользуя анатомические данные о реологии и геометрии ткани. 

1. Описание модели. Модель является двухкомпонентной: 
опухоль представлена двумя «популяциями» клеток. Первая из 
них состоит из делящихся подвижных клеток, а вторая — из 
неделящихся неподвижных. Клетки первой группы могут необ-
ратимо переходить во вторую. Такое разделение клеток опухоли 
на две группы позволяет учитывать прекращение пролиферации 
при недостатке субстрата. Все виды клеток подвержены конвек-
тивному переносу из-за взаимодействия со здоровой тканью. 
Подвижные клетки опухоли также способны распространяться 
за счёт случайных блужданий и направленно — за счёт хемо-
таксиса. Клетки опухоли подавляют клетки здоровой ткани. 

1.1. Система уравнений. Рассмотрим область W, в которой 
заданы плотность клеток здоровой ткани h, концентрация суб-
страта s, плотность делящихся подвижных клеток n и плотность 
неделящихся неподвижных клеток m. Рост опухоли в среде мо-
жет быть описан следующей системой уравнений (1–5): 

[ ]( )P( ) div (1 ) g( ) div( ),n
n
t

B n s n n D n n s n∂

∂
= − + − ∇ −μ ∇ − ∇ψ (1) 

P( ) div( ),m
t

s n m∂

∂
= − ∇ψ  (2) 

div( ),h
t

L n h h∂

∂
= − ∇ψ  (3) 

Q( , ) ,s
s
t

n s D s∂

∂
= + Δ  (4) 

.B n LnhΔψ = +  (5) 
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Здесь B > 0 характеризует скорость деления опухолевых клеток, 
L < 0 — коэффициент интенсивности парного взаимодействии 
клеток опухоли и клеток здоровой ткани, ψ — потенциал скоро-
сти, Ds — коэффициент диффузии субстрата. 

Интенсивность превращения подвижных опухолевых клеток 
в неподвижные (процесс считается необратимым) описывается 
функцией ( ) (1 th ( / )),xP s B K s s= −  где K, sx — параметры 
модели. Такой вид функции позволяет учитывать прекращение 
пролиферации при недостатке субстрата. Потребление субстра-
та описывается функцией 0Q( ) /( ),ss q n s s s= − +  где qs, s0 —
параметры модели. Эта функция отражает тот факт, что суб-
страт потребляется преимущественно делящимися опухолевыми 
клетками. Потреблением субстрата неделящимися и здоровыми 
клетками пренебрегаем. 

Собственная подвижность делящихся клеток опухоли учтена 
добавлением диффузионных членов в уравнение (1), где Dn — 
коэффициент диффузии делящихся опухолевых клеток, μ — 
коэффициент хемотаксиса, а g(s) — функция полезности суб-
страта, определённая, например, как: 

0g( ) arctan( / ) ,K Ks s s s g= ⋅ +  где sK, g0 — параметры. g0 может 
быть выбрано произвольно. 

Такая модель учитывает размножение опухолевых клеток за 
счёт деления, прекращение деления состарившихся клеток, вза-
имное подавление делящихся опухолевых клеток и клеток здо-
ровой ткани, потребление субстрата делящимися опухолевыми 
клетками, а также конвективное «течение» тканей и собствен-
ную подвижность опухолевых клеток. 

1.2. Параметры модели. 
Характерные значения раз-
мерных величин и соответ-
ствующие им безразмерные 
значения приведены в 
табл. 1. Ряд параметров для 
двумерной модели приве-
дён в [9].  
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На основе этих дан-
ных был выбран ряд 
параметров в  
рассматриваемой за-
даче (табл. 2). Пере-
ход к безразмерным 
величинам осуществ-
ляется как показано в 
табл. 3. При этом 
размерный максимум 
концентрации суб-
страта был выбран 
исходя из парциаль-
ного давления кисло-
рода в артериальной 
крови. Эта величина 
достигает 90–
95 мм. рт. ст., что 

соответствует 
0.003 мл кислорода 
на 1 мл крови, или в 
пересчёте на моляр-
ную концентрацию 
1.34·10–4 моль/л. Вы-
бор параметров L, sK, 
μ в модели носит эв-
ристический харак-
тер. В расчётах ис-
пользовалось  
L = –0.5, sK = 1 и 
μ = 2.  

 
1.3. Краевые условия. Краевые условия будем задавать как 

f( , , , )ua bu r z t∂

∂
+ = ϕ

n
, 

Таблица 2. Основные параметры модели 
Параметр Единица 

измерения 
Примечание 

171.7 10sq −= ⋅  моль/(клетк
а·с) 

 

1.2K =    
53.0 10sD −= ⋅  см2/с  

6
0 4.2 10s −= ⋅  моль/л  

55.6 10xs −= ⋅  моль/л  

9
, , 10n m hV −=  см3  

0.07nB =  час-1 от 0.03 до 0.06 
в [9]. 

1010nD −=  см2/с до 10-9 

Таблица 3. Безразмерные параметры 
Величина Размерный мас-

штаб 
Безразмерное 
значение 

r, z, l 1 см 1 
φ 1 рад 1 

1 с 3.858·10-7 
1 час 1.0388·10-3 

t 

30 суток 1 
1 час-1 720 B 
0.14 час-1 100 
1 клетка/см3 10-9 n, m, h 
109 клетка/см3 1 
1 моль/см3 7.463·106 s 
1.34·10-7 
моль/см3 

1 

s0 4.2·10-6 моль/л 3.134·10-2 
sx 5.6·10-5 моль/л 0.418 
qs 1.7·10-17 моль/с 3.0·105 
Dn 10-9 см2/с 2.6·10-3 
Ds 3.0·10-5 см2/с 77.8 
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где n  — вектор внешней нормали к W. Функции f на каждой 
границе зависят только от двух пространственных переменных и 
времени. В большинстве случаев для n, m, h и ψ будем использо-
вать частный случай a = 1 и b = 0 (условия Неймана) с f ≡ 0, опи-
сывая замкнутую область, перемещение ткани через границу ко-
торой не происходит. Для субстрата (кислорода) наоборот, на 
одной или нескольких границах будем размещать источники, за-
давая условия Дирихле. 
 

2. Численный метод. 
2.1. Сеточная область. Рассмотрим систему уравнений в 

цилиндрическом секторе 

1 2
, ,

1 2

1 2

[ ; ],
[ ; ],
[ ; ]

r z

r r r
W

z z z

ϕ

∈⎧
⎪= ϕ∈ ϕ ϕ⎨
⎪ ∈⎩

 

Поставим в соответствие W r,φ,z регулярную неравномерную сетку: 

, , , ,{ } { , , },i j k i j k i j kW w r z= = ϕ  

maxmax 1 1 2 0 1 1 20,1,2, , 1, , [ ; ], , ,i i i Ri R r r r r r r r r r+ −= − > ∈ = =K  

maxmax 1 1 1 2 0 1 1 20,1,2, , 1, , [ ; ], , ,j j jj − + Φ −= Φ − ϕ >ϕ ϕ ∈ ϕ ϕ ϕ =ϕ ϕ =ϕK

maxmax 1 1 2 0 1 1 20,1,2,..., 1, , [ ; ], , .k k k Zk Z z z z z z z z z z+ −= − > ∈ = =  

Сеточные функции будем обозначать , ,i j kn , , ,i j km , , ,i j kh , , ,i j ks , 

, ,i j kψ , опуская иногда часть индексов. Произвольную сеточную 
функцию иногда будем обозначать также , ,i j ku . 

2.2. Расщепление по физическим процессам. Решение сис-
темы (1–5) разобьем на следующие этапы: 
• Решение системы обыкновенных дифференциальных урав-

нений описывающей процессы размножения и смерти кле-
ток и переходы из одного состояния в другое, 

• Решение уравнение диффузии субстрата 
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• Решение уравнений типа реакция-диффузия-конвекция для 
n, m и h. 

• Решение уравнение Пуассона для потенциала скоростей 
Соответственно, система обыкновенных дифференциальных 

уравнений получится путём «замораживания» перемещений по 
пространству и будет выглядеть как: 

P( ) ,n
t

Bn s n∂

∂
= −     P( ) ,m

t
s n∂

∂
=     ,h

t
Lnh∂

∂
=     Q( , ).s

t
n s∂

∂
=  

Решение этой системы находится методом Рунге–Кутты чет-
вёртого порядка, используемого в качестве предиктора. 

Диффузия субстрата описывается уравнением 

.s
s
t

D s∂

∂
= Δ  

Значение s’’ используется при решении уравнения 

[ ]( )div (1 ) g( ) .n
n
t

n D n n s∂

∂
= − ∇ −μ ∇  (6) 

Далее решаются уравнения переноса для n, m и h вида 

( )div .u
t

u∂

∂
= ∇ψ  

Потенциал скоростей находится из уравнения Пуассона (5) с 
помощью метода установления, при этом в правой части ис-
пользуется значение n’’, найденное при решении (6). 

2.3 Метод Дугласа–Ганна. Особенностью рассматриваемой 
задачи является необходимость решать целый ряд уравнений в 
частных производных в трёхмерной области. В связи с этим 
строился набор экономичных разностных схем на основе схемы 
Дугласа–Ганна. 

Схема Дугласа–Ганна — это общий метод построения неяв-
ных разностных схем переменных направлений для трёхмерного 
уравнения теплопроводности, имеющих второй порядок точности 
и безусловно устойчивых [10]. В данной работе была применена 
модификация схемы для случая квазилинейного уравнения. 
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2.4. Модификация метода для случая квазилинейных 
уравнений. Рассмотрим возможное применение описанного 
метода Дугласа–Ганна для решения квазилинейных параболиче-
ских уравнений вида ( ) f( )u t u u∂ ∂ = +L  в трёхмерной области. 
Здесь ( ) div(g( )grad )u u u=L . При этом соответствующий диф-
ференциальный оператор L можно представить в виде суммы 
локально-одномерных компонент Lx, Ly и Lz. Можно построить 
следующий вариант неявной локально-одномерной схемы пере-
менных направлений: 

* 1
2

*( ) ( ) ( ) f ( ),1 , ,
nu u n n nu u u u uhx hy hz i j k

−

τ
= + + + +L L L  (7) 

* * 1 1
2 2

* **( ) ( ) ( ) f ( ),2 , ,
nu u n n nu u u u u uhx hy hz i j k

−

τ
= + + + + +L L L  (8) 

1 1 1 1
2 2 2

* ** 1( ) ( ) ( ) f ( ).3 , ,
n nu u n n n nu u u u u u uhx hy hz i j k
+ −

τ
+= + + + + + +L L L  (9) 

Здесь u* и u** обозначают промежуточные значения. Разностные 
операторы Lhx, Lhy и Lhz аппроксимируют производные по соот-
ветствующим направлениям. Нелинейности, входящие в запись 
разностного оператора, можно брать с предыдущего слоя по 
времени. Очевидно, что при f 0≡  и ( ) 1g u ≡  схема совпадает 
со схемой Дугласа–Ганна для уравнения теплопроводности. 

Авторами было установлено [10], что если f( ) 0u ≠ , то схе-
ма переменных направлений (7–9) для квазилинейной задачи 
обладает суммарной аппроксимацией: 

( )
1

2 11 1 1

2 2 4

n n
n

hx hy hz hx hy hy hz hx hz hx hy hz
u u

uτ τ
τ

+
+−

= + + − + + + +⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
L L L L L L L L L L L L

( ) 21 1 1

2 2 4
n

hx hy hz hx hy hy hz hx hz hx hy hz uτ τ+ + + + + + − +⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
L L L L L L L L L L L L  

2 2
1 2 3

1 1 1 1 1 1

2 2 4 2 2 4
f f f .hx hz hx hz hx hz hx hzτ τ τ τ τ τ+ + − + − − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

L L L L E L L L L  
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Для того, чтобы обеспечить наилучшую суммарную аппрок-
симацию схемы, необходимо выбрать 

1 , , 2 , , 3 , , , ,f ( ) f ( ) f ( ) f( ).i j k i j k i j k i j ku u u u= = =  
Построенная схема имеет первый порядок аппроксимации по 

времени. Порядок аппроксимации по пространственным пере-
менным совпадает с порядком аппроксимации операторов Lhx, Lhy 
и Lhz. При f3(ui,j,k) ≠ f(ui,j,k) схема не является аппроксимирующей. 

Разностная схема (7–9) относится к классу экономичных раз-
ностных схем [11], так как на каждом этапе вычислений необхо-
димо проводить прогонки только по одному направлению. Для 
квазилинейной задачи возможно построить консервативный 
вариант схемы, также являющейся экономичной. 

3. Пример вычислений. Рассмотрим вариант расчета с ко-
эффициентом диффузии Dn = 2.6·10–3 и высоким темпом деле-
ния опухолевых клеток (B = 150). Расчёт проводился на сетке 
23×22×24 узла. Рассматривался цилиндрический сектор 
0,5 ≤ R ≤ 1,4; 0 ≤ φ ≤ π/6; 0 ≤ Z ≤ 1. На границе R = 1,4 находился 
кровеносный сосуд с постоянной концентрацией субстрата 
s = 0,1, вытянутый вдоль оси Z. Во всех остальных граничных 
точках накладывалось условие равенства нулю потока концен-
трации субстрата. Поток клеток ткани через границы области 
также полагался равным нулю. 

В узлах с индексны-
ми координатами 
{8; 6; 6}, {8; 7; 6} и 
{8; 8; 6} задавались 
ненулевые концен-
трации подвижных 
опухолевых клеток: 
0,2, 0,3 и 0,2 соот-
ветственно. Всё ос-
тальное пространст-
во было заполнено 
клетками здоровой 
ткани с плотностью 
h = 1. 

На начальном 
этапе рост опухоли 

происходит по типу опухолевого сфероида. На рис. 1 показан фронт 
опухоли (изоповерхность n + m = 0,3) в момент соответствующий 7 

Рис. 1. Фронт опухоли (в центре) в момент време-
ни 7 часов от начала расчёта. Концентрация ки-
слорода (показана градациями серого цвета) в 
области практически однородна 
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часам. Концентрация кислорода в области практически почти по-
стоянна и только в области опухоли несколько ниже. 

 
Сферическая форма 
фронта опухоли 
сохраняется доста-
точно долго. На 
рис. 2 показано по-
ложение фронта 
опухоли в момент 
соответствующий 

90 часам физиче-
ского времени. Сле-
дует отметить, что 
сферическая форма 
фронта объясняется 
и распространением 
опухолевых клеток 
за счёт случайных 
блужданий, и дей-
ствием хемотаксиса, 
поскольку при из-
бытке субстрата в 
окружающей ткани 
и пониженной кон-
центрации внутри 
опухоли градиент 
концентрации суб-
страта направлен 

нормально к поверхности фронта опухоли. Однако к моменту 
t = 90 часов (рис. 2) формируется распределение субстрата с ярко 
выраженным градиентом вдоль оси R. Далее фронт движется в 
направлении источника кислорода (рис. 3). 

 
 
 
 

Рис. 2. Фронт опухоли в момент времени 90 часов 
от начала расчёта. В расчетной области формиру-
ется градиент концентрации кислорода вдоль оси R 

Рис. 3. Фронт опухоли в момент времени 184 часа 
от начала расчёта. Наблюдается растяжение сфе-
роида в направлении источника кислорода (справа) 
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The three-dimensional two-compound model of tumour growth in the 
tissue has been considered. The model reflects chemotaxis of tumor 
cells as well as motility. We have applied the modified Douglass–
Gunn difference scheme to obtain numerical solutions of the equa-
tions considered. Approximation properties of the method have been 
investigated. We have implemented the model for a cylindrical sector 
of homogenous tissue (without large vessels inside) and offer the 
examples of calculations. 


