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В работе рассматриваются системы линейных уравнений специ-
ального вида. Для них предлагается итерационный метод реше-
ния. Исследуются условия гарантированной сходимости этого 
метода при любых исходных данных, и находится оптимальный 
по скорости сходимости набор значений параметров одного из 
вариантов реализации итераций 

 
 
В настоящей работе изучаются методы решения системы 

линейных уравнений 
Ax = b, (1) 

где A - действительная квадратная матрица размерности m x m, а 
x, b - вектора-столбцы из Rm , m – целое, m ≥ 1. 

Определение W. Будем говорить, что  действительная 
квадратная матрица A  удовлетворяет условию (W), если она сим-
метричная, а ее собственные значения λk(A) принадлежат множе-
ству W: 

W = {-1} U [2,4],  
причем  нумерация выбрана так, что 

λ1(A) = -1,  2 ≤ λk(A) ≤ 4, 2 ≤ k ≤ m (W) 
Теорема 1. Решение линейной системы (1) существует и 

единственно тогда и только тогда, когда определитель матрицы 
A отличен от нуля. 

Доказательство. Приведено в [1]. 



Раздел 3. Математическая теория 
Part 3. Mathematical theory 
 

 112

В случае, когда матрицы A удовлетворяет условию (W), ее 
определитель отличен от нуля, т.к. он равен произведению собст-
венных значений  λk(A) Є W, 1 ≤ k ≤ m, которые отличны от нуля. 

Определение 1. Метод построения последовательности 
вектор-столбцов xn из Rm по формуле: 

xn+1 = Bxn  + c,   n = 0,1, … , (2) 
где B – действительная квадратная матрица размерности m x m, а 
c - вектор-столбец из Rm, называется методом простой итерации. 
Вектор-столбец x0 из Rm  называется начальным значением ме-
тода простой итерации, вектор-столбец xn+1 из Rm  называется 
следующим значением метода простой итерации, а вектор-стол-
бец xn из Rm текущим значением метода простой итерации. Метод 
простой итерации (2) задается начальным значением x0, матрицей B 
и с. 
Определение 2. Спектральным радиусом ρ(B) действительной 
квадратной матрицы B называется 

ρ(B) = sup1≤k≤m  |λk(B)|, 
где λk(B) – собственное значение матрицы B.  

В случае (W) спектральный радиус ρ(B) ≤ 4. 

Теорема 2. Предел последовательности (2) существует для 
произвольного начального значения x0 из Rm  тогда и только то-
гда, когда все собственные значения матрицы B по модулю 
меньше единицы, т.е. |ρ(B)| < 1. 

Доказательство. Приведено в [2]. 

Определение 3. Многочленами Чебышева Tn (x) целой сте-
пени n ≥ 0 называются многочлены, удовлетворяющие рекуррент-
ным соотношениям 

T0(x) = 1, T1(x) = x, Tn+1(x) = 2xTn (x) - Tn-1(x).  
При |x| ≤ 1 их также можно задать формулой 

Tn (x) = cos(n · arccos x). 
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Лемма 3. Функция |Tn (x)| является четной функцией x при 
всех натуральных n. Она ограничена 1 при |x| ≤ 1 и строго моно-
тонно возрастает при x > 1. 

Доказательство. Следует из определений многочленов Че-
бышева, теоремы Лагранжа о конечных приращениях и положи-
тельности первой производной по х функции Tn(x), при x > 1, n > 1. 

Определение 4. Приведенным многочленом Чебышева на 
отрезке [a,b] называется многочлен, заданный формулой:  

Tn([a,b],x) = Tn((2x – (a + b))/(b – a)) /  Tn(- (a + b)/(b -a)). 
Теорема 4. Приведенные многочлены Чебышева, построен-

ные по действительной симметричной матрице A, чьи собствен-
ные значения  принадлежат отрезку [2,4], задают сходящийся ме-
тод простой итерации (2) при  B = Tn([2,4],A). Приведенные мно-
гочлены Чебышева, построенные по матрице A, удовлетворяющей 
условию (W), при a = - 1, b = 4 и при a = 2, b = 4, задают расходя-
щийся для некоторого начального приближения x0 из Rm  метод 
простой итерации (2) при  B = Tn([a,b],A) . 

Доказательство. Доказательство сходимости приведено в 
[2]. Доказательство расходимости следует из цепочки неравенств: 

ρ(B) ≥ | Tn([-1,4] , -1) | = | Tn(-1) / Tn( -3/5) | > 1, 
ρ(B) ≥ | Tn([2,4], -1) | = | Tn(-4) / Tn(-3) | > 1. 
Определение 5. Метод простой итерации (2), где B - дейст-

вительная квадратная матрица размерности m x m, задаваемая 
формулой 

B = E + αA + βA2 (3) 
и с вектор-столбец из Rm , задаваемый формулой 

c = - ( αE + βA)b, (4) 
где α,β - вещественные числа, E - единичная вещественная квад-
ратная матрица размерности m x m, называется двухпараметриче-
ским при β ≠ 0, и однопараметрическим методом простой итера-
ции при β = 0. 
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Теорема 5. Пусть предел последовательности двухпарамет-
рического метода простой итерации (2)-(4) существует и равен 
вектор-столбцу x* из Rm , действительное число (- α/β) не является 
собственным значением невырожденной действительной матрицы 
A, тогда x* является решением линейной системы (1). 

Доказательство. Перейдем к пределу в левой и правой час-
ти формулы (2), воспользуясь конечномерностью матрицы A и 
свойствами предела суммы и произведения последовательностей, 
получим 

x*  = x* + (αE + βA)(Ax* -b). 
Матрица αE + βA, при α,β Є R  невырождена, если (- α/β) не 

является собственным значением матрицы A. Следовательно, x*  
решение (1), которое существует и единственно, т.к. A – невыро-
жденная матрица.  

Лемма 6. Собственные значения матрицы E + αA + βA2, 
обозначенные нами как λ(E + αA + βA2) выражаются через соб-
ственные значения λ(A) Є R матрицы A, удовлетворяющей усло-
вию (W), при  α,β Є R по формуле: 

λ(E + αA + βA2) = 1 + α λ(A) + β λ2(A). 
Доказательство. Собственные вектора матрицы A явля-

ются собственными векторами для матриц E и A2, а также любой 
их линейной комбинации. Собственные значения  λ(A)  действи-
тельны, собственные вектора матрицы A образуют базис в Rm. 

Лемма 7. Однопараметрический метод простой итерации 
(2)-(4), построенный по матрице A, удовлетворяющей условию 
(W), расходится при любом действительном  α и для некоторого 
начального приближения x0 из Rm . 

Доказательство. От противного. Собственные значения 
λk(E+αA) матрицы E+αA, при каждом  k, удовлетворяют условию 

λk(E+αA) = 1 + α λk(A), при λk(A) Є R. 
Предположим, что существует действительное число α, при кото-
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ром собственные значения матрицы E+αA лежат в единичном ин-
тервале, т.е. 

-1 < 1 + α λk(A) < 1    -2 < α λk(A) < 0. 
При k = 1, λ1(A)= -1 неравенство эквивалентно 0 < α < 2. 
При 2 ≤ k ≤ m, 2 ≤ λk(A) ≤ 4 имеем неравенство  -2 / λk(A) < α < 0. 
Из этих неравенств получается α < 0 и α > 0. 
Полученное противоречие доказывает лемму. 

Определение 6. Обозначим: 
θ(α,β, λ) = 1 + α λ + β λ2, 
q(α , β) = sup λЄW | θ(α,β, λ)| . 

Лемма 8. Спектральный радиус матрицы E + αA + βA2 , ко-
гда матрица A удовлетворяет условию (W),  оценивается сверху: 

ρ(E + αA + βA2) < q(α , β). 
Лемма 9. Двухпараметрический метод простой итерации, 

построенный по матрице A, удовлетворяющий условию (W), при 
α = 0 и β = - 2/17 сходится при любом начальном приближении x0. 
Существует норма, в которой  сходимость оценивается сверху 
геометрической прогрессией  с показателем q = 15/17.   

Доказательство. В [2] приведена теорема для оптимального 
линейного процесса, это подходит для нашего случая с матрицей 
равной A2. 

Определение 7. Двухпараметрический метод простой ите-
рации, построенный по матрице A, удовлетворяющей условию 
(W), называется оптимальным по скорости, если он соответствует 
α0 и β0, при которых: 

q(α0 , β0) = inf α,β q(α , β).   

Теорема 10. Двухпараметрический метод простой итера-
ции, построенный по матрице A, удовлетворяющей условию (W), 
при α0 = 1/7, β0 = - 1/7,  q(1/7 , - 1/7) = 5/7 является оптимальным 
по скорости. 

Доказательство. Рассмотрим α0 = 1/7, β0 = - 1/7. 
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Неравенство |θ(1/7 , - 1/7, λ)| ≤ 5/7 выполнено для λ принадлежа-
щего множеству W. 

Вершина параболы θ(1/7 , - 1/7, λ) лежит в точке λ = 1/2, вне 
множества W, поэтому максимальное значение модуля достигает-
ся при λ Є ∂W. Предположим, что существуют значения α1 и β1, 
при которых q(α1, β1) < 5/7. 
Выпишем соответствующие неравенства при λ = - 1, λ = 2, λ = 4 

- 5/7 < 1 - α1 +β1 < 5/7, 
- 5/7 < 1 + 2α1 + 4β1 < 5/7, 
- 5/7 < 1 + 4α1 + 16β1 < 5/7. 

Сложив второе и удвоенное первое неравенство, получим 
- 6/7 < β1  < - 1/7. 

Третье неравенство перепишем в эквивалентное 
- 5/7 < -1 - 4α1 - 16β1 < 5/7 

и сложив его с удвоенным вторым, получим  
- 22/7 < - 8β1 < 8/7. 

Получаем противоречие: β1  < - 1/7 и β1  > - 1/7 не может быть вы-
полнено одновременно. Теорема доказана. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 05-01-00511). 
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ABOUT OPTIMAL RATE OF CONVERGENCE OF CERTAIN 
SEQUENCE 

 
Sorokin P. N., Chensova N. N. 

 
 

Linear equations of special types are investigated. Its iteration solution 
is proposed. Conditions for the method convergence are analyzed. Op-
timal set of parameters by the rate of convergence for the one of the 
algorithm realization is founded. 


